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Az exp: R — R fiiggvény tulajdonsagai. A logarit-

1.
mus és a hatvany értelmezése

1.1. Valés exponencialis fiiggvény

ERTELMEZESE: Legyen exp := exp ’R: R — R, ahol

o0 n

x
expri=e”i=) — (z€R)
= n!
TETEL (TULAJDONSAGAI): Az exp = exp ’R: R — (0,+00) fiiggvény egy szigortian
monoton novo, folytonos bijekcid, amelyre

lim exp = +o0, lim exp = 0.

1.2. Logaritmusfiiggvény
ERTELMEZESE: Legyen In :=exp™! = expl%1 : (0, +00) — R ahol

In(expt) =t (t € R).
TETEL (TULAJDONSAGAI): Az In: (0,+00) — R logaritmusfiiggvény egy szigortian

monoton novo, folytonos bijekcid, amelyre

limln = 400, limln = —oo.
+oo 0

1.3. Hatvany fiiggvény
ERTELMEZESE: Legyen p € R, hy,: (0,+00) — R:

hy(z) =z" (z>0).

Tehat
plnz (x > 0).

h,(z) =exp(plnz) =e

TETEL (TULAJDONSAGAI): Legyen 0 # pu € R, ekkor a hy,: (0,400) — (0,+00)
fiiggvény egy folytonos bijekcié, amely p > 0 esetén szigoriian monoton novo, és

IJHDI.} h,, = +oo, lign h, =0,

1 < 0 esetén szigorian monton fogyo, és

ligg h, =0, li(r)n h, = —+00.



2. Differencialhatésag fogalma, ekvivalens atfogalma-
zas, kapcsolata a folytonossaggal

2.1. Differencialhatésag fogalma

DEFINICIO: Legyen f € R — R, a € int Dy. Ekkor f differencidlhat6 az a pontban
(fe D{a}),ha3dAeR,IneR - R:

f(@) = fla) = A(z — a) +n(z)(z —a) (z € Dy)
és liarbnn = 0.

« /e

Bi1zoNYiTAS: Ha a definiciéban szereplé A és n helyett Be R, e € R — R, lime =0
a
esetén is igaz a definicid, akkor az

f(x) = fla) = A(z — a) +n(z)(z —a) (z €Dy)
egyenléséget felirva B, e-ra egy kivonds utén kapjuk:
(A= B)(z —a) = (e(z) —n(z))(z —a) (zeDy),
azaz
A—B=c¢(z)—n(x) (a+#xe€Dy).
Mivel e(z) —n(z) -0 (x - a)=A=B. O

2.2. Derivalt értelmezése

c sz

az f fiiggvény a-beli derivaltjanak nevezziik, és f’(a) szimbdolummal jeloljiik. Ez a jelolés
arra utal, hogy ha
{z€Dy: feD{z}} #0,

akkor f’(a) a

{zeDy: feD{z}} >z f(z)
fiiggvény a-beli helyettesitési értéke. A most értelmezett fliggvény az f derivaltfiggvényé-
nek nevezzik és f'-vel jeloljik.



2.3. Ekvivalens atfogalmazas

DEFINICIO: Legyen f € R — R,a € int Dy és A, f: Df \ {a} — R (differenciahanyados

fiiggvény), ahol A, f(z) = Jw (a # x € Dy).

TETEL: Legyen f € R — R,a € intDy. f € D{a} & Mim A, f € R és f'(a) = HmA, f.

BI1ZONYITAS:

= Tegyiik fel, hogy f € D{a}. Igy
f(@) = fla) = f(a)(z — a) + n(z)(z —a) (z €Dy),
ahol liamn = 0. Ezért
Aof(x) = f'(a) =n(x) (a#xeDy),

Amibdl lim 7 = 0 miatt lim (Auf — f(a) =0= lim A, f = f'(a).

< Forditva, most azt tegytik fel, hogy 3 A := lign A,f € R, és legyen
() = Auf(x) = A (a #x€Dy),
gy Flimny = lim (A f — A) =0 &
f(x) = fla) = (z — a)Adf(x) = A(z —a) + n(z)(z —a) (a#z€Dy)
Tehat f € D{a} és f'(a) = A= limA,f €R. O

2.4. Differencialhatésag és folytonossag kapcsolata

TETEL: Legyen f € R -+ R,a € int Dy. Ha f € D{a} = f € C{a}.

BIZONYITAS:
f(z) = f(a) = f'(a) (x —a) +n(z) (x —a) (x € Dy) = f(x) — fla) = 0(x — a), azaz
lim f = f(a) = f € C{a}. O

3. Differencialhaté fiiggvények miiveletei

TETEL: Tegytk fel, hogy f,g € R = R, a € int(D; N D,), f,g € D{a}. Ekkor

1. f+ge Dia}, & (f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),
2. VeeR:cf € D{a}, és (c¢f)'(a) = cf'(a),
3. g€ Dia}, & (f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a),

4. ha g(a) # 0, akkor f/g € D{a}, es()() f'(a) - gla




BIZONYITAS:

1.
lim A,(f +g) = lim (f + g)(x; - éf +9)(a) _ lim f(z) + 9(12 - i(a) —g(a) _
~ lim (f(xx) - Z:(a) . g(xx) - CgL(a)> = lim (Ao f + Agg) =
=lim A, f +lim Aug = f'(a) + g'(a).
2.
lim Aylcef) = lim (Cf)(:l;) : ((ICf)(a) = c- lim f(x; : g(@ =c-limA,f =c- f'(a).
3.
a5 ) = iy SO = U0 _ Fale) — o) _

o 9@ (@) = F(@) + (@) (g@) — g(a)

= lim (Q(x)f(x)_f(a) + f(a)w> =1lim (- Aof + f(a) - Aug) =

r—a r—a

— (lm g)(lim A f) + f(a)(lim Aug) = £'(a) - g(a) + (@) - ¢ (a).
(Mivel g € D{a} = g € C{a} = limg = g(a)).

4.
ipae (£) -1 S (=5 o)
— (g(:c)%g(a) ' (f(x;:i‘(a) gla) = Wym))) B
g (ot (0 80s0) = 02, ) =
- (hCan g(x;g(a))-(g(a).hgn Aof=f(a)lim Aag) _ o) -g(aégza])‘(a) EACIN



4. Differencialhaté fiiggvények kompoziciéja

TETEL: Legyen f,g € R >R, a €intD,, g € D{a}, f € D{g(a)}. Ekkor

foge D{a} és (fog)(a)= f(g(a)) g'(a).

Bi1zONYITAS:

ahol limn = 7(a) = 0, illetve
f) = flg(a)) = f'(9(a))(y — g(a)) +e(y)(y — g(a)) (y € Dy),

ahol li(Ir)lg = ¢(g(a)) = 0. Tehat
g(a

=4 —5()
= A(x —a) +6(z)(x —a) = fog(z) — [ogla),

ahol lim n(z) = 0 = lim (¢'(a) + n(z)) = ¢'(a),

illetve g € C{a} ése € C{g(a)} = eog € C{a} = limeog = lim (g(x)) = £(g(a)) = 0. T

5. Hatvanysor osszegfiiggvényének derivaltja, Tobb-
szor differencialhaté fiiggvények, Taylor-sor

5.1. Hatvanysor Osszegfiiggvényének derivaltja
TETEL: Tegyiik fel, hogy > (a,(t — a)™) hatvanysor r konvergenciasugara nem 0, és

legyen f(z) = > an(z—a)" (z €K, |z —a| <r). Ekkor f € D, és
n=0

f'(z) := i n-a,(z—a)"" (zeK, |z—al <r).



BIZONYITAS: Léssuk be elészdr, hogy f € D{a} és

oo
=Y na,(a—a)" ! =a.

Valéban,
(@)= fla)=>an(z—a)" =ai(z —a) + x—az (x—a)" ' =
n=1 —

a(x —a)+nx)(r—a) (zekK, |x—a| <r),

ahol a
Cp 1= 0 (n=0) (n € N)
ant1 (n>1)
egyutthatokkal
n@) =Y az—a)" ' =>clz—a)" (@K, |r—al<r).

n=2 n=0

lgy

Ellignn:n(a) =c=0

hatérérték, amibél definici6 alapjan kovetkezik, hogy f € D{a} és f'(a) = a;.
Legyen most b € K, |b —a| < r. Igy

by = i (Z) an(b—a)"* (k €N)

n=k

sorosszegek, és
Vpe (O,r—1[b—al): ) an(z—a)" Zbkm—b (x € K, (D).
n=0
Ha tehat .
= bi(z=b)" (v €Ky(b)),

akkor a bizonyitas els6 része alapjan g € D{b}, és

9,(5)251250:(?) (b—a)" Zn&nb—a

n=1

Ugyanakkor f(z) = g(z) (z € K, (b)), ezért f € D{b}, és f'(b) = ¢'(b). O

5.2. Tobbszor differencialhato fiiggvények

5.2.1. Kétszer derivalhaté fiiggvény fogalma

DEFIN{C1O: Legyen f € K — K, a € int Dy. f fliggvény az a-ban kétszer differencidl-
haté, ha3r > 0: (a—r,a+r) C Dy, f € D{z} (x € (a—r,a+r)), és f' € D{a}. Jelolése:
f € D*{a}. Legyen ekkor f”(a) := (f")'(a) az f fiiggvény a-beli mésodik derivaltja.
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5.2.2. Tobbszor derivalhaté fiiggvény fogalma

DEFINICIO: Legyen f € K — K, 1 <n € N,a € int D;. Ekkor az f fiiggvény az a-ban
(n+1)-szer derivalhaté, ha 3r > 0: (a—r,a+r) C Dy, f € D"{z} (x € (a—r,a+7)), és
f™ € D{a}. Jelolése: f € D"t {a}. Legyen ekkor f™*V(a) := (f™)(a) az f fiiggvény
a-beli (n+1)-edik derivaltja.

5.2.3. Végtelensokszor derivalhaté fiiggvény fogalma

DEFINICIO: Legyen f € K — K, a € intDy. HaV1 <n e N: f e D"{a}, akkor az f
fiiggvény az a pontban oo-sokszor derivalhato. Jelolése: f € D>*{a}.

Ha Va € Dy helyen igaz az utébbi, akkor f fiiggvény oo-szokszor derivalhaté. Jelolése
fe D>

5.3. Taylor sor fogalma
f"(a)

DEFIN{CIO: Legyen f € K = K, a € int Dy, f € D>*{a}, és a, := ‘ (n € N).
n!
Ekkor a Y- (a,(x —a)™) hatvanysor az f figgvény a-beli Taylor-sora, a,, pedig az f fiiggvény

a-beli n-edik Taylor egyiitthatéja (n € N).

Tonf(x):= iak(x —a)* (zeK,neN)

k=0

az f a-beli n-edik Taylor polinomja.

6. Az inverz fiiggvény derivaltja. Az exponencialis-,
a logaritmus- és a hatvany-fiiggvények derivalasa
6.1. Inverz fiiggvény derivaltja

TETEL: Legyen f € K — K invertalhaté fiiggvény, a € Dy, f € D{a},
f'(a) #£0, f(a) €int Ry, f~1 € C{f(a)}. Ekkor f~t € D{f(a)} és




BIZONYITAS: Belatjuk:

lim Af(a)f_l =

=
f(a) f’(a) hat.ért. von. atv. elv

f(a) 7é UYn € Rf = 'Df71 (TL € N),
s

és lim (y,) = f(a), ahol

0t €D = Flm(f(f(@) = lim(2) = (@) = a.

folyt. von. atv. elv

Tehat:
Sy~ = L e = e = Sy
ahol (dtviteli elv)
3 lim (Af () = A, f = £(6) 0% s = s (1 00)
Teht A e/~ (yn) — f%a) (n>o0). O

6.2. Exponencialis fiiggvény derivaltja

o0 n

expr =) % (x € R). Ekkor exp € D és
n=0 """
00 nxn—l o) xn—l o) .CEk
exp' r = = S — =expr
P n; nl n;(n—n! ,;)k! P

6.3. Logaritmusfiiggvény derivaltja

exp: R — R = Jexp ! =In. Ekkor In € D és

We=—r =+ _1 (z>0)
nx_exp’(lnx)_exp(lnx)_x v ‘

6.4. Hatvany fiiggvény derivaltja

Legyen a € R, f,(x) = 2% (x> 0) azaz 2* = exp(Inz®) = exp(alnz). Ekkor f, € D
és
a—1

fi(x) =exp’(alnz)(aln)(z) = exp(alnz) - % =a- :C: =a-z



7. A lokalis monotonitas és széls6érték fogalma. Sziik-
séges és elégséges feltételek differencialhaté fiigg-
vény esetén

7.1. Lokalis széls6érték

DEFINICIO: Legyen f € R — R, a € int Dy. Azt mondjuk, hogy f-nek az a helyen
lokalis maximuma van, ha

dr>0: f(z) < f(a) (x €Dy, |lx—al<r),
és lokalis minimuma van, ha
dr>0: f(x) > f(a) (x €Dy, |lx—al<r).

Ha f-nek az a-ban lokélis maximuma, vagy lokalis minimuma van, akkor lokalis széls6értéke
van a-ban.

7.2. Lokalis monotonitas

DEFIN{CIO: Legyen f € R — R, a € int Dy. Azt mondjuk, hogy az f az a helyen
lokélisan novekedd, ha 37 > 0: (a —r,a+r) C Dy és

fle)< fla) < f(t) (a—r<zx<a<t<a+r),
és lokalisan csokkend, ha 3r > 0: (a —r,a+1) C Dy és
flx) > fla) > f(t) (a—r<z<a<t<a+r).

Ha f az a-ban lokalisan novekedo, vagy lokalisan csokkend, akkor lokalisan monoton.

7.3. Elsorendi sziikséges feltétel

TETEL: Legyen f € R - R, a € int Dy, f € D{a}. Ha f-nek lokdlis széls6értéke van
a-ban, akkor f’(a) = 0.

BIZONYITAS: Tegyiik fel, hogy f-nek a-ban lokdlis maximuma van (lokalis minimum

esetén analdg a bizonyitas). Tehét

dr>0: f(z) < fla) (x €Dy, |lx—al<r).

Ekkor 3 f'(a) = lim @) = fla),
r—a €T — Q
. Jx) = f(a)
lim ————~>>0
L P L f@ @) @) = @) ) = )
lim f(x) — f(a) <0 e x—q z—at0 T —a z—a—0 T —a
z—a—0 T —a - >0 <0
flay=0. O
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7.4. Elsorendi elégséges feltétel

TETEL: Tegyiik fel, hogy f € R = R, a € int Dy és
dr>0:feD{z} (xe€(a—r,a+r)CDy). Ekkor, ha

1. az f" derivaltfiiggvénynek az a-ban (4, —) jelvdltdsa van, akkor az f-nek az a-ban
lokalis maximuma van,

2. az " derivaltfiggvénynek az a-ban (—,+) jelvaltasa van, akkor az f-nek az a-ban
lokélis minimuma van,

BIZONYITAS: Pl legyen az f'-nek a-ban (4, —) jelvéltdsa ( (—, +) eset analég médon).
Ekkor
dp, 0<p<r:fl(x)>0>f(t) (a—p<x<a<t<a-+p).

Ha o(z) := f(2) (a—p <z <a), akkor ¢ fuggvény folytonos, ¢ € D{z}, és
O(2)=f(2) 20 (a—p<z<a) Ezért

[(z) =¢(z) <pla) = fla) (a—p<z<a)
Hasonlé meggondolassal kapjuk, hogy

fla) > f(t) (a<t<a+p).

Tehat f(x)

< fla) (z € (a—p,a+p)), vagyis az f-nek az a helyen lokalis maximuma,
van. 0]

7.5. Masodrendii elégséges feltétel

TETEL: Legyen f € R — Ra € int Dy. Ha f € D*{a}, f'(a) =0, f"(a) # 0, akkor az
f-nek a-ban szigoru lokélis széls6értéke van.
Ha f”(a) > 0 akkor a-ban lokélis minimuma van,
Ha f”(a) < 0 akkor a-ban lokélis maximuma van.

BIZONYITAS: Pl f”(a) > 0 (f”(a) < 0 analég mddon), azaz

f//(a) _ (f/)/(a) = lim f/<5(3) — fl(a’) — lim fl(m)

Tr—a T — Qa rT—=a r — Q

>0=3r>0:(a—r,a+r)C Dy

ésVe e (a—r,a+r), x#a:

r—a fllx) <0 (a—r<z<a)

f’(:):)>0{f’(x)>0 (a<zx<a+r)

Ebbél kovetkezik, hogy f’ jelet valt a-ban: — ,* + = a-ban lokalis minimuma van. [J
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8. Rolle-, Cauchy-, Lagrange-féle kozépérték-tételek
8.1. Rolle-féle kozépérték-tétel

TETEL: Legyen a,b € R, a<b, f:[a,b] > R, f e C, Vo€ (a,b): f e D{x},
f(a) = f(b). Ekkor
3¢ € (a,b) : f1(§) =0.
BIZONYITAS: Weierstrass-tétel szerint Ju, v € [a,b] : f(u) = min Ry, f(v) = maxR;.

Ha f(u) = f(v), akkor f konstansfiggvény, igy V¢ € (a,b) : f'(§) = 0.
Ha f(u) # f(v), akkor u € (a,b) vagy v € (a,b). Legyen pl. u € (a,b). Ekkor

§:=ueintDy = (a,b),

és az f-nek -ben lokélis minimuma van. A feltételeink szerint f € D{¢}

f'(€) = 0. N

elsérendi sziiks. felt.

8.2. Lagrange-féle kozépérték-tétel

TETEL: Legyen a,b € R, a <, f:[a,b] > R, f € C,Vz € (a,b) : f € D{z}. Ekkor

st e o) T gy
BIZONYITAS:  Legyen F(z) = f(x) — W -z (x € la,b]). Ekkor F-re
alkalmazhaté a Rolle-tétel:
See(@b) Fe =0= - W10 5

b—a

8.3. Cauchy-féle kozépérték-tétel

TETEL: Legyen a,b € R, a <b, f,g9:[a,b] >R, f,g€ C,Vx € (a,b): f,g € D{z}.
Ekkor
3E € (a,b) : (f(b) — fla) - g'(§) = (9(b) — g(a)) - f'(£)-

BIZONYITAS:

F(x) = (f(b) = f(a)) - g(z) = (9(b) — g(a)) - f(x) (€ [a,b]).

Ekkor F-re alkalmazhatd a Rolle-tétel:

3 € (a,b) : 0= F'(§) = (f(b) = f(a)) - g'(§) — (9(b) —g(a)) - f1(&)  OO.
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9. Taylor-formula (Lagrange-féle maradéktag)

TETEL: Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R,n € N, f € D", Ekkor
Va#xel, 3 € (a,x) vagy € € (x,a) :

n_ k) (g . (n+1) -
1) -3 L - o = -

Tanf(x) Lagrange-maradék

BIZONYITAS:
T =TI D) & pay = )~ Tuf () - (=)™ (te D)= F e D
:=h

Legyen ¢ :=
és

FO@) = fO) = (THV () = hO() (tel)
Ebbél kovetkezik, hogy F(a) = 0= F(z) = 3¢ € (a,x) vagy & € (z,a) :
F'(&)=0 = & € (a,&) vagy & € (&1,a) : F"(&) =0, de F”(a) = 0 és {gy tovabb:
F&nt1 € (a,6n) vagy &1 € (§n,a)

FIRI(E) = 0 = 0(g) — K(E) = F0E) — (o + 1) -5 0= T )

(n+1)!

10. Differencialhaté fiiggvények monotonitasa. A de-
rivalt fiiggvény Darboux-tulajdonsagu

10.1. Differencialhaté fiiggvények monotonitasa

10.1.1. Monotonitas

TETEL: Tegyiik fel, hogy f € R — R, Dy nyilt intervallum, f € D. Ekkor
1. f monoton nové < f/ > 0,

2. f monoton fogy6 < f' < 0.

BIZONYITAS: Nézziik az 1. esetet (2. eset hasonléan):

f(x) = f(a)

'=" a€Dp,a#x €Dy Af(x) = P

> 0 hiszen
-haa<z= f(z) > f(
-hazx<a= f(z) < f(a) ésxz—a<0.

Ebbél kivetkezik, hogy f'(a) =lim A, f > 0= f' > 0.

a)ésx—a>0,

'<" Legyen a,b € Dy, a < b. Ekkor a Lagrange-tétel miatt:

age(a,b);W—f’@)zo
ésb—a>0=f(b) = fla) 20= f(b) = fla) = f /. O
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10.1.2. Szigori monotonitas

TETEL: Tegytk fel, hogy f € R — R, D; nyilt intervallum, f € D. Ekkor

1.

2.

f szigorian monoton névé < f'(z) > 0 (z € Dy), VI C Dy nyilt interallumra:

dtel: f'(t)>0,

f szigorian monoton fogy6 < f'(x) <0 (x € Dy), VI C Dy nyilt interallumra:

dtel: f(t) <.

BIZONYITAS: Nézziik az 1. allitast. (a 2. allitds analég médon)

ll:>|l

Ha f1=f /= f'(z) 20 (z € Dy).
Indirekt tegyiik fel, hogy egy I C Dy nyilt intervallumra: f'(x) =0 (x € I). Ekkor
a

p(z) = f(z) (zel)
fiiggvény konstansfiggvény. Igy Va,t € I, x #t: o(z) = f(z) = () = f(t), ami
ellentmond az f szigorti monotonitasanak.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy az f nem szigorian monoton nové. Mivel a feltétel
szerint f' > 0= f . Ebb0l kévetkezik, hogy valamilyen a,b € Dy, a < b: f(a) =
f(b),ésVa <t <b: f(a) < f(t) < f(b) miatt

fgy
o(r) = f(x) (x € (a,b))

fiiggvény konstansfiggvény. Ezért ¢'(z) = f'(xr) =0 (x € (a,b)), ami elletmond,
hogy VI C Dy :3t e I: f'(t) > 0. OJ
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10.2. Derivalt fiiggvény Darboux-tulajdonsagu

TETEL: Legyen f € R — R, f € D, Dy nyilt intervallum. Ekkor az f’ derivaltfiggvény
Darboux-tulajdonsagu.

B1zoNY{TAS:
Be kell latnunk, hogy tetsz6leges a,b € Dy,a < b és Vy € (f'(a), f'(b)),3v € [a,b)] :
f'(v) = y. Felteheté, hogy f'(a) # f'(b) és f'(a) <y < f'(b). Tekintsik a

p(x) = f(x) —yz (z €Dy
tiggvényt. Ekkor ¢ € D, igy

peC = FJvelabl:pv)=min{p(z):a<z<b}.

Weirs.—tétel

Mivel ¢'(z) = f'(z) —y (z € Dy), ezért ¢'(a) = f'(a) —y < 0. Tehat

(a) = lim p(r) — p(a)

T—a T — Q

< 0,

igy
SRRl 2 O]

r—a

Az itt szerepl$ x € (a,a + r) helyeken . — a > 0 = ¢(x) — p(a) < 0, azaz

<0 (a<zx<a+r<b).

o) <gpla) (a<z<a+r).
Hasonl6an kapjuk, hogy

o #@) = o(0)
r—b r—2b

=¢'(b)=f(b)—y>0

miatt valamilyen p > 0 mellett ¢(z) — ¢(b) < 0, azaz
o(x) <) (a<b—p<z<b).

gy mondhatjuk, hogy a < v < b. Ezért 3o > 0: (v — 0,0+ o) C (a,b) és
o) < pla) (2 € (v—0,0+0)).

Vagyis a ¢ fiiggvénynek a v-ben lokélis minimuma van. Tehat ¢'(v) = f/'(v) —y = 0, azaz

y=f'(v). O
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11. A L’Hospital szabaly (lim, f = lim,g = 0, a € R)
eset bizonyitasa
TETEL: Legyen a,b € R, a < b, f,g: (a,b) — R, f,g € D. Tegyiik fel, hogy a
kovetkezok teljesiilnek:
L. ¢'(x) #0(a <z < D),
2. liclln f= héng = 0, vagy lign f=+o00 és ligng = +o00,
3. A :=lim (f'/g') hatdrértck.

Ekkor 3lim (f/g) és lim (f/g) = A. Igaz akkor is ha a 2., 3., feltételben a helyére b-t frunk.
Ekkor ElliII)Il(f/g) és lilr)n (f/g) = A.

BIZONYITAS: (lim, f =lim, ¢ =0, a € R eset):

HaAeR=Ve>0:3d€ (a,b): f/(x)—A
g'(x)

Legyen a < x < d, és F,G: [a,x] — R:

<e (a<z<d).

Ekkor
im F =lim f = 0= F(a), IimG =limg =0 = G(a).
Igy F,G € C{a} és F,G € C{z}. Tovabba Vt € (a,z) : F,G € D{t}, és
F't) = f(1), G'(t) =g'(t) #0 = 3£ € (a,2):
auchy

f@) _ F@)-Fla) P _ f©)
g(r)  G(x) =Gla)  G'(€) g€
| G R IRY A
Mivel a < £ < d ezért o(2) A‘ 70 A‘ <e (a<z<d).
Ez az jelenti, hogy Jlim (f/g) = A. O

12. Konvex, konkav fiiggvények. A differenciahanya-
dos fiiggvény monotonitisa(sziikséges és elégsé-
ges feltétel)

12.1. Konvex, konkav fiiggvény

DEFINICIO: Legyen I C R intervallum, f: I — R. Ekkor az f fliggvény
konvex, ha

Va,be I,VAe[0,1]: f(Aa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1 —=N)f(b).
konkav, ha

Va, b€ TYXNE[0,1]: f(Aa+ (1= A\)b) > Af(a)+ (1 — A)f(b).

16



12.2. Diferenciahanyados fiiggvény monotonitasa

TETEL: Tegyiik fel, hogy az f € R — R fiiggvény értelmezési tartomanya intervallum.
Ekkor

1. f konvex & Va e Dy: A f 7,
2. fkonkdv & VaeDy: Af \.

BIZONYITAS: Elész0r tegyiik fel, hogy f konvex. Ha a € Dy és x,t € Dy \ {a}, © < t.
Ekkor harom eset lehetséges:

1. a <z <t, ekkor a

t_
A= *
t—a

€ (0,1),
szammal © = Aa + (1 — \)t, {gy f feltételezett konvexitdsa miatt

fl@) = fla) _ Ml(a)+ (@ =XNf{t)—fla) f(t)—fla)
rT—a = Aa+ (1—=MNt—a T t—ua = Auf(?),

fgy Aof(z) < Aaf(t).
2. x <t<a,ekkor a

Aaf(x) =

a—t
A= . € (0,1)
szammal t = Az + (1 — N)a, igy [ feltételezett konvexitasa alapjan most t —a < 0
miatt
A, f(t) = f) = fla) _ Af(@) + (A = Nfla) = fla) _ f(x) = fla) _ Auf(x).

t—a A+ (1 —=XNa—a r—a

fgy Aaf(z) < Aaf(t),

3. x < a < t, amikor vegyiik észre, hogy

A fa) = L0 =S f@) @)

Tr —a a—x

gy az 1. esetet figyelembe véve (x +— a cserével)
Apfla) < Asf(t) = Auf(2),
amibdl a 2. szerint ( t «— a cserével):
Avf(z) < Aifla) = Aaf(t)

Tehdt A, f(x) < Auf(t).

Ezzel belattuk a = irdnyt. Mutassuk meg a < irdnyt, amihez tegyiik fel, hogy Va € Dy :
Aof

Legyen u,v € Dy, u < v és 0 < X\ < 1. Mivel az

FOu+ (1= Aw) < Af(u) + (1= N f(v)
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egyenlttlenség A = 0 vagy A = 1 esetén trivialis, igy felteheté: 0 < A < 1. Legyen
c: =AM+ (1 — N, igy u < ¢ <wv, tehat a A.f fiiggvény monoton névekedése alapjan

fu) = fle) _ flu) = [f(c) fv) = fle) _ fv) = fle)

Beflu) = u—c (1 =X (u—v) < Acflv) = v—c AMv —u)
lgy
A(f(e) = f(u)) < (L =A)(f(v) = f(c)),
tehat
fle) = fOu+ (1= ANv) <Af(u) + (1= A)f(v)
adodik. Vagyis az f fliggvény konvex (2. allitds analég médon). U

13. A konvexitis (konkavitas) jellemzése differencial-
haté fiiggvények esetén: a derivaltfiiggvény mo-
notonitasa, a fiiggvény és az érintok viszonya

13.1. A konvexitas jellemzése differencialhaté fiiggvények ese-

tén
TETEL: Tegyiik fel, hogy I C R nyilt intervallum, f: I — R, f € D. Ekkor
1. f konvex < " 7
2. f konkav < [’ \.

BIZONYITAS: 1. rész bizonyitdsa (2. analég médon): Tegytik fel, hogy f konvex. Ekkor
a differenciahanyados monotonitasa tétel miatt

Vacl:AJf 7.
Legyen a,b € I, a < b= f'(a) < f'(b). Ugyanis
fla) =limA, f = lim Ao f = nf{Af(z) ra <z el} <
< Auf(b) = Dof(a) < sup{Af(t) - I 5t < b} =limAyf =

—limAf = [(0) = f /.

Most tegytik fel, hogy f' .
Legyen a,b € I, a < b. Ekkor a Lagrange-kozépérték miatt

f(b) - f(a)

3¢ € (a,b) : —

= f'()-

Tekinstiik az
F(z):= f(a) + f(§)(z —a) = f(z) (z € (a,b))
figgvényt. Ha A € [0, 1], akkor ¢ := Aa + (1 — A\)b jel6léssel

Af(a)+ (1 =X f(b) — f(Aa+ (1 = N)b) = F(c).
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Az f konvexitdsahoz elég belatni, hogy F'(¢) >0 (x € [a,b]). Vilagos, hogy F' € D{x} és
Fl(z) = f'(§) = f'(z) (z € (a,b)),
Ezért f monoton novekedése miatt
F'(z) >0 (a<z<€), Fl(z) <0 ((E<z<b).

Ezért az F fliggvény monoton noévekedo, az F pedig monoton fogyd.
ag o0 T

Igy F(a) = F(b) = 0 egyenl8ségek alapjan kovetkezik, hogy F(z) >0 (x € [a,D]) O.

13.2. A fiiggvény és az érinték viszonya

DEFINICIO: Legyen f € D{a}. Ekkor az

eaf (1) := fla) + f(a)(x —a) (zeR)

az [ figgvény a-beli értindje.

TETEL: Tegyiik fel, hogy I C R nyilt intervallum, f: I — R, f € D. Ekkor
1. fkonvex &Vael: f>e,f,
2. fkonkdvesVael: f<e,f.

BIZONYITAS: 1. rész bizonyitésa (2. analég médon): Tegytik fel, hogy f konvex. Ekkor
a konvexitas és derivaltfiiggvény kapcsolatardl szolo tétel alapjan f/ 7. Legyen a € I és

F(x):= f(z) —e.f(x) (zel).

Ekkor F' € D és F'(z) = f'(z) — f'(a) (xz € I). Vilagos, hogy F'(a) = 0 és f" monoton
novekedése miatt
F'l(x) <0< F'(t) (z,tel,z<a<t).

Tehat F‘( N, F . Mivel F(a) =0 ezért F(z) >0 (x € ). Vagyis

—o0,a]NI la,+o0)NI

f(z) >euf(x) (xe€l).

Ha az utébbi (Va € I -re feltételezett) egyenldtlenségbhdl indulunk ki, akkor adédik f’
monoton novekedése. Legyen a,b € I, a < b. Ekkor

f(b) = eaf(b) = f(a) + f'(a)(b— a)
fa) = evf(a) = f(b) + f'(b)(a — b).

A két egyenlotlenséget Osszeadva:

fO)+f(a) = fla)+f(0)+(f'(a)=f'(b))(b—a) = 0 = f(a) = f'(b) = f'(a) < f'(b). O
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14. Inflexi6. Sziikséges és elégséges feltételek (a de-
rivalt széls6értéke, magasabb rendii derivaltak)
14.1. Inflexi6é fogalma
DEFINICIO: Legyen f € R - R, a € int Dy, f € D{a}. Ha f —e,f fuiggvény jelet valt
a-ban, akkor az f fliggvénynek az a helyen inflexidja van.
14.2. Elégséges feltétel (derivalt szélsGértéke)
TETEL: Legyen f € R - R, a € int Dy, f € D{a}. Ha f’-nek az a-ban lokalis szélsdér-

téke van, akkor az f-nek az a-ban inflexidja van.

BIZONYITAS: Tekintsiik az

F(z):= f(x) —eaf(z) = f(x) = f(a) = f(a)(x —a) (v € Dy)

figgvényt. Har > 0: (a —r,a+r) C Dy ésVa € (a—r,a+7r): f € D{z}, akkor
FeD{z} (x€a—ra+r)isigazés

F'(z) = f'(x) = f'(a) (z€(a—ra+tr)).
Legyen pl a lokalis maximumhelye f’-nek (lokalis minimumhely analég médon), akkor
pe (0,7]: f'(x) < f(a) (z € (a—p,a+p)).

Tehat
fl(x)=f(a) <0 (z€(a—pa+tp).

Ez a differencidlhaté fliggvények monotonitasarol szolo tétel alapjan: F

lesztikitett
(a—p,a+p)
fiiggvény monoton fogy6. Mivel F'(a) = 0, ezért

Flz)>0>F(t) (a—p<z<a<t<a+p).

Tehat F' az a-ban jelet valt, igy f-nek az a-ban inflexidja van. O

14.3. Elégséges feltétel (magasabb rendii derivalt)

TETEL: Tegyiik fel, hogy f € R = R, a € int Dy, f € D*{a}, f"(a) =0, f"(a) # 0.
Ekkor az f-nek az a-ban inflexidja van.

BIZONYITAS: (f')'(a) =0, (f')"(a) # 0 és 1d. masondrend(i elégséges feltétel. O
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14.4. Sziikséges feltétel (magasabb rendii derivalt)
TETEL: Legyen f e R R, 2<neN, a€intDy, f € D*{a}, és
fa)=0 (k=1,...,n—1), f®(a) #0.
Ekkor

1. Ha n paros, akkor f-nek az a-ban szigorti lokalis szélséértéke van (£ (a) > 0 esetén
lokalis minimum, f™(a) < 0 esetén lokalis maximum),

2. Ha n paratlan, akkor f-nek az a-ban inflexidja van.

BIZONY{TAS: Tegyiik fel pl., hogy (f"VY(a) = f™(a) > 0. Ekkor az f"~V az a-ban
szigortian lokalisan novekeds. Mivel "~V (a) = 0 ezért

IK(a) CDy: f V(@) <0< fO V1) (2t K(a),z<a<t).

Ez azt is jelenti, hogy f"~1 = (f("=2).nek az a-ban szigorti (—,+) jelviltdsa van.
Igy f("?)-nek az a-ban szigori lokalis minimuma van. A feltételink miatt ugyanakkor
f™=2(a) = 0, tehat

3K(a) C Dy (f" ) (@) = [P (@) >0 (a# 2 € K(a)).

A differencalhaté figgvények szigori monotonitasara vonatkozo tétel alapjan a K (a)
kornyezeten az f("~3) 1, specidlisan szigortian lokélisan monoton nové is (feltéve, hogy
n > 3).

Az eljarast rekurzivan folytatva kapjuk, hogy (pl.) f™(a) > 0 esetén f"=%~V_nek az
a-ban szigorti (—, +) jelvaltasa, f"~2*)-nak az a-ban szigorti lokalis minimuma van (hacsak
ajeN 1<keNszdmokran —25—1 > 0, illetve n — 2k > 0 teljestil). Ha tehat
n = 2N alaka (valamilyen 1 < N € N-re), akkor a & = N vélasztassal kapjuk, hogy
az f=2N) = 0 — f fiiggvénynek az a-ban szigori lokélis minimuma van. Ha viszont
n = 2M +1 (valamilyen 1 < M € N-re), akkor j = M — 1 valasztassal f("~2M+1) = £ pek
az a-ban szigoru (—, +) jelvaltdsa van, azaz f’-nek az a-ban szigort lokalis minimuma van.
Ez azt jelenti, hogy az f-nek az a-ban szigori inflexidja van.

f™(a) < 0 feltételezés analég médon. O

15. A 7 értelmezése. A periédikus fiiggvény fogalma.
A sin, cos fiiggvények periodicitasa
15.1. 7 értelmezése

DEFINICIO: A sin, cos fiiggvények 2m-szerint periodikusak, ahol

m:=2-inf{{ > 0:cos& =0} € (0,4).

15.2. Periodikus fiiggvény fogalma

DEFINICIO: Az f € R — R fiiggvény periodikus, ha

dpeR, p>0,Vee€Ds:xtpeDysés flx+p) = f(z).
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15.3. A sin, cos fiiggvények periodicitasa

TETEL: A sin, cos fliggvények 27-szerint periodikusok.

BIZONYITAS: Vo € R = Deos = Dgin : @ £ 27 € Deos = Dain, illetve
cos(x + 27m) = cos x cos(2m) — sinw sin(27) = cosx - 1 —sinz - 0 = cos z,

sin(x + 27) = sinx cos(2m) + cosx sin(2w) = sinx - 1 + cosz - 0 = sin . O

16. Az arkusz- és az area-fiiggvények értelmezése, dif-
ferencialhatosaga

16.1. Arkusz-fiiggvények

16.1.1. Arkuszszinuszfiiggvény
ERTELMEZESE: Legyen

T | . .
arcsin = sinj © —1,1] = [-7/2,7/2],

és arcsin(—1) = —7/2, arcsin(0) = 0, arcsin(1) = 7/2.

DIFFERENCIALHATOSAGA: arcsin € C, és Va € (—1,1) : arcsin € D{z}, és

arcsin’(z) = L (z € (—1,1)).

Vv1—2?
16.1.2. Arkuszkoszinuszfiiggvény
ERTELMEZESE: Legyen
arccos := cos‘_1 :[—1,1] — [0, 7,
[0,7]

és arccos(—1) = m, arccos(0) = /2, arccos(1) = 0.

DIFFERENCIALHATOSAGA: arccos € C, és Vx € (0,7) : arccos € D{x}, és

arccos' (r) = R (x € (—1,1)).

V1—1x2

16.1.3. Arkusztangensfiiggvény

ERTELMEZESE: Legyen
arctg 1= tg(’fﬂ/h/z): R — (—7/2,7/2),
és arctg(0) = 0, arctg(l) = w/4.

DIFFERENCIALHATOSAGA: arctg € D és

arctg '(x) = (z € R).

1+ 22
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16.1.4. Arkuszkotangensfiiggvény
ERTELMEZESE: Legyen
arcctg 1= ctg(’o%ﬂ): R — (0,m),
és arcctg(0) = m/2, arcctg(l) = w/4.
DIFFERENCIALHATOSAGA: arcctg € D és

arcctg '(z) = — (z € R).

1+ 22
16.2. Area-fiiggvények

16.2.1. Areaszinuszhiperbolikusz-fiiggvény

ERTELMEZESE: Legyen
arsh :=sh™": R — R.

DIFFERENCIALHATOSAGA: arsh € D és

arsh’(z) = \/ﬁ (z € R).

16.2.2. Areakoszinuszhiperbolikusz-fiiggvény
ERTELMEZESE: Legyen

arch := chﬂolﬂo): [1,4+00) — [0, +00).

DIFFERENCIALHATOSAGA: arch € D{z} (z > 1), és

1
arch’(z) = T (x >1).

16.2.3. Areatangenshiperbolikusz-fiiggvény

ERTELMEZESE: Legyen
arth :=th™: (=1,1) = R.

DIFFERENCIALHATOSAGA: arth € D, és

arth/ () = ——  (z € (=1,1)).

1 — a2
16.2.4. Areakotangenshiperbolikusz-fiiggvény

ERTELMEZESE: Legyen

arcth := cth™: (—oo, —1) U (1, +00) — R\ {0}.
DIFFERENCIALHATOSAGA: arcth € D, és

1
/
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17. Hatarozatlan integral, primitiv fiiggvény, lineari-
tas, parcialis integralas, integralas helyettesités-
sel, példak

17.1. Primitiv fiiggvény

DEFINiCIO: Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R. Azt mondjuk, hogy az

F: I — R fuggvény primitiv figgvénye f-nek, ha '€ D, és F' = f.

17.2. Hatarozatlan integral

DEFINiCIO: Legyen I C R nyilt intervallum, f: I - R, F: I - R, F € D, F' = f.
Ekkor legyen

/f::/f(x)dx::{F:I—>R:FED,F’:f}

az [ hatarozatlan integralja.

17.3. Linearitas

TETEL: Tegyiik fel, hogy I C R nyilt intervallum, f,g: I = R, [ f# 0, [ g # 0. Ekkor
VAXER: [(f+Ag) #0, és

‘V’Fe/f,Ge/g:/(f+>\g):{F+)\G+c:c€R}.

BIZONYITAS: Ha F € [ f, G € [g, akkor F' = f, G' = g. Ezért F + \G € D, és
(F+)MG) =F' 4+ \G" = f+ \g.
Ezért F+AG € [(f + \g), amibél (mivel [ f = {F +c: c € R}) kovetkezik a bizonyitandd
egyenloség. 0
17.4. Parcialis integralas

TETEL: Tegytik fel, hogy I C R nyilt intervallum, f,g: I - R, f,g € D, [ f'g # 0.
Ekkor [ fg' # 0, és

VFG/f'g:/fg’:{fg—F—i-c:cE]R}.

BIZONYITAS: Legyen ugyanis F' € [ f'g, ekkor F € D, és F' = f'g. Mivel fg € D és
(f9)' = fg+fd,
ezért fg — F' € D, tovabba
(fg—F) =fg+fg—F =fg.
gy fg— F € [ fg, tehat (mivel [ f = {F +c¢:c€R})

/fg':{fg—F+c:c€]R}. d
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17.5. Integralas helyettesitéssel

TETEL: Tegyiik fel, hogy I,J C R nyilt intervallumok, g: J — I, f: I - R, g € D.
Ekkor

1. ha [ f#0, akkor [(fog)-g #0,ésVF € [ f:

/(fog)-g/:{Fog—l—c:cER},

2. hag(z)#0(zeJ), Ry=1¢ [(fog)-g #0,akkor [ f#0,ésVH € [(fog) g"

/f:{Hog_1+c:c€R}.

BIZONYITAS: Az 1. 4llitds bizonyitdsdhoz legyen F € [ f. Ekkor F € D, F' = f. Igy
FogeD,és
(Fog)=(F'og)-g=(foyg) g,
azaz FFoge [(fog)-g'. Ezért (mivel [ f={F+c:ceR})

/(fog)-g’z{Fog+c:c€R}-

2. &llitas: ¢ derivaltfiiggvény Darboux-tulajdonsaga és a ¢'(x) # 0 (z € J) feltétel miatt
g (z) >0 (xeJ),vagy ¢'(z) <0 (z € J). Az els6 esetben a g fliggvény szigorian monoton
n6vé, a masodik esetben szigorian monoton fogyé. Igy létezik ¢g~! inverzfiiggvény, és
gleC. IgygteD,sés .
—1\/ __
(g ) - g/ o g_l :
Ha H € [(fog)-g,akkor H e D, és H = (fog)-g. Igy Hog ' € D, valamint

(Hog™) = (H og™)g™) = ((fog)-g)og™ )(g™) =

1

f'(9/0971)(971)/:f'(g’ogfl)'W:f-
Tehdt Hog ' € [ f, {gy (mivel [ f={F +c:ceR})
/f:{Hog_l—i-c:cE]R}. O

17.6. Példak

PELDA: [xe®dr = ze® — [1-e“dx =xe® — e+ ¢ (v € R),

PELDA: [Inzdz = [1-Inzdz =zlnz — [z-tdv=zlnz—z+c (z>0).
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18. Also6- felso, ill. oszcillaciés Osszegek és tulajdonsa-
gaik, Riemann-integral, Newton-Leibniz-formula

18.1. Als6- fels6 osszegek

18.1.1. Alsé6-fels6 6sszegek fogalma

DEFINICIO:  Legyen a,b € R, a < b, [a,b] korlatos, zart intervallum, f: [a,b] — R
korlatos fiiggvény. A 7 C [a,b] véges halmaz az [a, b] intervallum felosztésa, ha a,b € 7.
Ekkor 7 = {zg,...,2,} (n € N), ahol zp =a < z; < --- < z,, = b. Legyen

m; =m;(f) =inf{f(x):z; <z <z} (i=0,...,n—1),

M; = M;(f) :==sup{f(z) :z; <z <wip1} (i=0,...,n—1).
Ekkor -
s(f, 1) = Z mi(Tit1 — ;)
=0

az f figgvénynek a 7 felosztdshoz tartozo alsé Osszege,

S(fr) = 3 My — 1)

1=0

az [ fliggvények a 7 felosztashoz tartozoé felsé Gsszege.

18.1.2. Alsé6-fels6 osszegek tulajdonsaga

TETEL: Legyen adott a korlatos és zart [a, b] intervallumon az f: [a,b] — R korlatos
figgvény. Ekkor V7, u C [a, b] felosztasok esetén

Los(f,m) < S(f,m),
2. ha 7 finomabb p-nél, akkor s(f,u) < s(f,7) és S(f,pu) > S(f,7).

18.2. Oszcillaciés Osszeg

18.2.1. Oszcillacios 6sszeg fogalma
DEINICIO: Legyen f: [a,b] — R fiiggvény korlatos, 7 € F°. Az
(,U(f77') = S(fvT) _S(fvT)

szam az f fliggvény 7 atal meghatarozott oszcillacios Gsszege.

18.2.2. Oszcillacids 6sszeg tulajdonsaga

TETEL: Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — R figgvény korlatos. Ekkor

fE€R[a,b] = Ve>0,3Irc Fw(f,1)<e.
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BIZONYITAS: Ha f € Rla,b], akkor I.(f) = I*(f). Figyelembe véve a Darboux-féle

c sz

Ve>0,3v,uec Fros(f,v) > L(f) —¢</2, S(f,u) < I*(f) +¢/2.
Legyen 7 := v U u, ekkor az alsé- felsé Gsszegekre vonatkozo tétel miatt:
s(f;m) = (s(f,v) > L(f) — /2, S(f,7) <leqS(f,p) <I"(f) +¢/2.
Innen kovetkezik, hogy
w(f,r) =S(f,7)=s(f,7) <I'(f) = L(f) + e =&,

hiszen azt tettiik fel, hogy f € Rla,b], azaz I*(f) = L.(f).
Most induljunk ki abbdl, hogy

Ve>03r e Forw(f,r)=I"(f) — L(f) <e.

Mivel I*(f) — LI.(f) > 0, ezért csak I*(f) — L.(f) = 0, azaz I*(f) = L.(f) lehetséges. Ez
azt jelenti, hogy f € Rla,bl. O

18.3. Riemann-integral

DEFIN{CIO:  Legyen a,b € R, a < b, [a,b] korldtos, zart intervallum, f: [a,b] — R
korlatos figgvény. Az f fiiggvény Riemann-integralhatd, ha I.(f) = I*(f). Ekkor az

[ 7= [ f@yin = 1) = 1)

szam az f fliggvény Riemann-integralja.

18.4. Newton-Leibniz-formula

TETEL: Tegyiik fel, hogy a, b] korlatos zart intervallum, f: [a,b] = R, f € RJa,b],
dF: [a,b) > R:Fe D, F' = f. Ekkor

VE /:f — F(b) - Fla).
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BIZONYITAS: A Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint Va <u < v <b: 3¢ € (u,v) :

F(v) = F(u) = F'(§)(v —u) = f(&) (v —u).
Ezért V1 = {z0,...,2,} € F° (n € N) felosztdsra azt mondhatjuk, hogy

n—1

3¢ € (zj,2501) (1=0,...,n—1): F(b) = F(a) = Y (F(xj11) — Fx)) =
§=0
n—1
S fE) @i —x) =0(f,my) (yi=(%,....&-1 €7)
§=0
Kovetkezésképpen

S(f,T) < F(b) - F(a’) < S(f77—>
Innen azt kapjuk, hogy

/abf = I.(f) =sup{s(f,7) : 7 € F'} < F(b) — F(a) <

<inf{S(f,7): 7€ F}="I(f /f
Innen vildgos, hogy [° f = I.(f) = F(b) — F(a).

19. A riemann-integral tulajdonsagai: linearitas, mo-
notonitas. Integralhaté fiiggvény abszolitértéke
is integralhaté

19.1. Linearitas

TETEL: Tegyiik fel, hogy f,g € R|a,b]. Ekkor
1. (additivitas) f + g € Rla,b] és

[ra=[1+["s

2. (homogenités) Va € R : ag € Rla,b] és

[fen=af's

Ezekbél kovetkezik a linearitas: Vo, 5 € R: af + Sg € R|a, b], és

[r+sg=a-[r+5- [
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BIZONYITAS:
1. Legyen 7 = {xg,...,z,} € F, (i=0,...,n—1). Ekkor
mi(f 4 g) = inf{f(z) + g(x) 1 v; <2 <21} > mi(f) +milg).

Ezért
s(f+9,7) = s(f, 1)+ s(g,7).

Legyen 7, € F. Igy
s(f+g,7Up)>s(firUp)+s(g,mUp) > s(f,7)+s(g, 1)

De
L(f+g) 2 s(f+g),7Up) > s(f,7)+s(g, 1),

igy (7-ban illetve p-ben sup-ot véve)

L(f+9) > L(f) + L(g9) = /abf+/abg-

Ugyanigy

I*(f+9) < I°(f) + I'(g /f+/g,
d
e Lf+9)<I'(f+9) < /f+/g,
) L(f+g) > /f+/g,
tehat

Lf+9) =T(f+9) = /f+/g

Tehat f+ g € Rla,b] és [*(f+9)=L(f+9) =" F+ [0g.

2. anal6g modon. U
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19.2. Riemann-integral monotonitasa

TETEL: Tegyiik fel, hogy f € R|a,b]. Ekkor ha
g € Rla,b] és f(z) < g(x) (x € [a,b]), akkor f;’f < f:g.

BIZONYITAS: Legyen u € F°, ekkor

s(fom)= > inf{f(z):zel} |l <

IeF(7)

< Y wi{g() e Iy |I = s(o.) < Lio) = [ 0

IeF(7) @

Kovetkezésképpen

b b
| F=rh=swistfm:ner}< [g O

19.3. Integralhaté fiiggvény abszolutértéke is integralhato

TETEL: Tegyiik fel, hogy f € R[a,b]. Ekkor |f| € R[a,b], és | [° f| < [°|f].

BIZONYITAS: Ve > 0,37 € F: w(f,7) <e. Mivel

ViIe F(r)sup{|[f(x)] = [fOIl - .t € I} < supf{[f(x) = ()] : 2,8 € 1},

ezért
w(lfl,7) = Z%)sup{!!f(x)—\f(t)u:x,tef}.uyg
IeF(r
< Y sup{|f(z) = f(t)] :x,t eI} I =w(f,7) <e.

IeF(T)
Tehat |f| € R[a,b]. Tovabba —f € R|a, b], hiszen

w(_f77—) = W(f,T) <ég,

« sz

doljuk meg, hogy

b b
Jen=-[r
Valéban, ¥V € F? felosztésra

s(=fop)= ) if{—f(z):xel}-[I|=— % sup{f(x):zel} |I|=-5(f1)

IeF(r) IeF(r)

kovetkezésképpen
b
[ =8) = sup{s(=f.u) € FE} = sup{=S(F.p) s p € Fi} =
b
= —inf{S(f,p) :p € Fy} = —/a f.
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Ugyanakkor
—f, F <Ifl,

amibol az elébbiek és a Riemann-integral monotonitasarol szo6lo tétel alapjan

i/abfs/abm,
]/abf\s/ablf!. O

20. Folytonos fiiggvény integralhaté, monoton fiigg-

azaz

vény integralhaté

TETEL: Tegyiik fel, hogy [a, b] korlatos és zart intervalumon értelmezett f : [a,b] — R
figgvény folytonos. Ekkor f € R[a,b]. Ugyanez igaz, ha f-r6l folytonossig helyett mono-
tonitast tételeziink fel.

BIZONYITAS: Ha az f: [a,b] — R € C, akkor egyenletesen folytonos. Ez azt jelenti,

hogy .
Ve>0,30>0: |f(z)— f(t)| < T (x,t € [a,b], |z —t| <9).

Ha tehdt 7 € F? feloszdsra d, < § teljesiil, akkor VI € F(7) osztasintervallumra |I] < 4,
gy

sup{| /() = f(O)] st € T} < 1=

_a/'

Kovetkezésképpen
w(f,m)= > sup{lf(z) = f@)| 2.t €I} |I| <
IeF(r)
€ €
< -y M= (b—a)=e.
b—a IeF(r) —a

Ezért f € Ra,b] . (Az oszcillaciés 6sszeg tulajdonsdgardl szold tétel miatt)
Ha pl. az f: [a,b] — R fliggvény monoton névé (monoton fogyd esetén bizonyitds analdg),
akkor valamilyen 1 < n € N mellett az

h—
rp=a+k a

(k=0,...,n)

osztépontokkal definialt 7 = {x, ..., z,} € F? egyenletes felosztasra

w(f,7) = HX:: sup{[f(z) = f(t)] 1 2 S @, t S @i} - (Tpr — 20) =

= b;a ZX::(JC($IH1> — flap) = (b— a)(f(j) — f(a))

Ha ¢ > 0 tetszolegesen adott, akkor legyen a fenti 1 < n € N olyan, hogy

(b—a)(f(b) = f(a))

n

<e,

amikor is w(f,7) < e. Igy f € R[a,b]. (Az oszcillacis sszeg tulajdonségardl szolo tétel
miatt) O
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21. Riemann-integralhaté fiiggvények szorzata és ha-
nyadosa

21.1. Riemann-integralhaté fiiggvények szorzata

TETEL: Ha f,g € R[a,b], akkor fg € R]a,b].

BIZONYITAS: Legyen I C [a,b] korlatos és zart intervallum. Ekkor Vz,t € I:
((f9)(x) = (fo) (D] = [f(2)g(x) — f()g(®)] = [ (2)(g(x) — g(1)) — (f(t) = f(x))g(t)| <

< |f@)]-lg(x) = g@O + /(&) = f(@)] - [9@)] < C - (lg(x) = g@O)] + | f(t) — f(2)])
(ahol C' > 0 kozos korlatja az f, g fiiggvényeknek, azaz |f(2)|, |[g(z)] < C (z € [a,b])).
Ezért

or(fg) = sup{|(f9)(z) = (fo)(O)] : x, L € [} <
< O (sup{[f(x) = F@O)| - 2t € I} +sup{lg(x) — g(t)] : w,t € I}) =: C - (0s1(f) + or(g))-
Ennek alapjan V7 € F? felosztdsra

w(fg,m)= > or(fg)- 1| <

IeF}

c. ( S oilf) -1+ X oilg) m) = C - (@(f,7) +w(g.7)).

IeF? IeF?

A feltételeink szerint f, g € R[a,b], ezért a Riemann-integralhatosig és a felosztds ekviva-

€ €
< — < —.
Legyen 7 := p U v, ekkor a felosztasokra vonatkozo tétel miatt a fentiek szerint

2¢e

w(fg,7) <C-(w(f,7)+w(g, 7)) <C - (w(fp) +wlgr)<C- =

« /s

E.

és) elégséges ahhoz, hogy fg € R|a,b). O

21.2. Riemann-integralhaté fiiggvények hanyadosa

TETEL: Ha f,g € R[a,b], és 3r > 0: |g(x)] >r (x € [a,b]), akkor f/g € R[a,].

BIZONYITAS: Ldssuk be, hogy 1/g € R[a, ], amib6l a Riemann-integralhat6 fiiggvények
szorzatardl szolo tétel és az F

1
L=yf.z
g g

egyenléség alapjan f/g € R|a,b] méar kovetkezni fog. Legyen I C [a,b] korlatos és zart
intervallum. Ekkor

Va,tel: l;(x) - ;(t)’
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l9(z)g(
lgy
or(1/g) == sup{|(1/g)(x) — (1/g)(t)| : v, t € [} <
< :2 ~sup{|g(z) —g(t) : x,t € I} =: :2 -07(g).
fgy 1
Vre R w(i/er)= X o(1/g) 1 < 5+ Y orlg) - 11 = A&7

IeF? IeF?

c s

52016 tétel miatt Ve > 0,37 € F? felosztas, amelllyel w(g,7) < r? - . Tehat az elébbieket

figyelembe véve

r?.e

w(1/g)7) < 5 =,

R4

jelenti, hogy 1/g € Rla,bl. O

22. Egy Riemann-integralhato fiiggvény véges sok he-
lyen valé6 megvaltoztatasa. A Riemann-integral
intervallum szerinti additivitasa.

22.1. Riemann-integralhaté fiiggvény véges sok helyen valé meg-
valtoztatasa

TETEL: Legyen [a, b] korldtos és zart intervallum, f, g: [a,b] — R korldtos figgvények.
Tegytik fel, hogy az A := {z € [a,b] : f(x) # g(x)} halmaz véges. Ekkor

1. f € R[a,b] & g € Rla,b),
2. ha f € Rla,b] = [ f=["g.

BIZONYITAS: Lassuk be az allitdsainkat elészér abban az esetben, amikor az A halmaz
1 elemii: valamilyen ¢ € [a,b] elemmel A = {c}. Induljunk ki abbdl, hogy f € R[a,b].
Ekkor
Ve>03re Fr w(f, 1) <e.

Feltehet6, hogy ¢ € 7, kiilonben 7-t cseréljik fel 7 U {c}-vel, amikor is
w(f, 7U{c}) <w(f,7) <e. Legyen

T={x0,...,Tn}
(n € N). Ekkor 3!j =0,...,n: c=ux;. gy
ok(g) = sup{lg(z) — g(t)| : 2, € [wx, T1a]},

or(f) :=sup{|f(z) — f(t)] : ,t € [xp, 1]} (k=0,....,n—1)
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jelolésekkel a kovetkezdket mondhatjuk:

o0.7) = 3 ula) i~ ) =
- ”i ok(9)(@pp1 — xx) +0,-1(9)(x; — xj—1) + 0j(9)(Tj41 — x;j) =
j—1.j#k=0
- 2 - ok (f) (g1 — xx) + 0j21(9)(x; — 1) + 0(9)(2j41 — ;) =

= w(f,7) + (0j1(9) — 01 () (25 — xj-1) + (0j(9) — 0;(f) ()1 — )
(ahol 0_1(g) := 0_1(f) :=0). A feltételeink szerint az f, g figgvények korlatosak, ezért

3C >0:|f(x)], |g(z)] < C (x € [a,b]).
VﬂégOS, hOgy Ok(g)7 Ok(f) <20 (k =0,... = 1)7 igy
W(g,T) < w(fa T) + 4C(xj+1 - .Tj_1> < e+ 80(57—

A 7 felosztésrol feltehetjiik, hogy 8CY, < ¢, azaz d, < /(8C'), ugyanis kiilonbeen tovibb
finomitva a 7-t, ezt elérhetjiik, mikozben az w(f, 7) oszcillacios Osszeg legfeljebb csokken.
Igy végiil oda jutunk, hogy w(g,7) < 2¢, ami a g fiiggvény Riemann-integralhatéségét
jelenti. Mivel az f és a g felcserélésével az ekvivalencia forditott iranyat kapjuk, ezért az
1. allitas (1 elemt A esetén) belattuk.

Legyen tovabbra is a fenti A halmaz 1 elemi, és ldssuk be a 2. allitdst. Ha a széban forgd
cre a < ¢ < b, akkor tetszoleges

a<d<c<e<b

helyeket véve

/abg=/adg+/deg+/ebg=/adf+/def+/ebfz/abf+/deg—/def-
Lo L] ol | [ 1]<200a

Ha € > 0 tetsz6leges, akkor vilasszuk a d, e szamokat 1gy, hogy 2C' - (e — d) < e, amikor is

b b

/ g— / f ’ <e€

kovetkezik. Mas széval | [P g — [P f| =0, azaz [P g = [0 f.

A ¢ = a, vagy ¢ = b esetben az elébbiek értelemszerti médositasaval kapjuk ugyanezt.
Ezzel elintéztitk az 1 elemii A halmazokat. Altaldban legyen az A elemeinek szdma
1 < n € N, és alkalmazzuk a teljes indukciot. Az n = 1 esetben az elobb lattuk be a
tételt. Tegyiik fel, hogy valamilyen 1 < n € N esetén mar igaz az allitdsunk minden olyan

A halmazra, amelyik legfeljebb n elemii. Ha most a tételbeli A elemszama n + 1, akkor
legyen valamilyen ¢ € A segitségével

Ezért

A=A\ {c}.
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Ekkor A elemszima n, {gy a

hz) = {f(x) (x ¢ A)
g(z) (z € A)

fiiggvényre h € Rla,b] és [°h = [° f. Vilagos hogy

{z €la,b] - g(x) # h(x)} = {c},

ami 1 elem{ halmaz. Ezért az indukci6 feltétel alapjan g € R[a,b] , és

22.2.

TETEL:

fo-fo-[r

Riemann-integral intervallum szerinti additivitasa

Barmely korlatos f: [a,b] — R fliggvény esetén

1. f € Rla,b] & f. € Rla,c] és f¢ € R[c,b],
2. fE€Rab = f; f = et [ F°.

BIZONYITAS:

1. "<" Tegyiik fel, hogy f. € Rla,c| és f¢ € R[c,b]. Ekkor Riemann-integralhatoség

felosztasok, hogy

W(fertt) < 50 w(0) <

Vilagos, hogy 7 := pUv € F?, tovabba

DO ™

w(f’T) :w(fc,,u)—{—w(fc,l/) <é.

véve ez azt jelenti, hogy f € Rla,b|.

Tegytk fel, hogy f € R[a,b], ismét a Riemann-integralhatdésag és a felosztas

RS

Feltehetjiik, hogy ¢ € 7, kiilonben a 7-t kicserélve 7 U {c}-re azt kapjuk, hogy

w(f,TU{c}) <w(f,7) <e.

Legyen
p="1N/a,cl, v:=71N]cb|.
Ekkor
w(fe,p) +w(fv) =w(f,7) <e
miatt

W(fe, ), w(fv) <w(f,7) <e.

« s e

az kovetkezik, hogy f. € Rla,c], f € R|c,b].
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2. Tegyiik fel, hogy f € R[a,b]. Ekkor az 1. &llitds miatt f. € Rla, |, f¢ € Rc,b]. Igy
Ve > 0 esetén egy-egy p € FC, v € F? felosztéassal

a’

8(fes 1) /fc g, C,I/)>/abfc—5.

Ha tehat 7 := p U v, akkor

chc+/cbfc—2a< s(fo, ) +s(f0v) = s(f,7) g/abf.

Mivel itt € > 0 tetszoleges, ezért

[+ [ <[

Ugyanakkor alkalmas v € F¢, n € F? felosztdsokkal

St < [fore st < [ fore

is igaz. Kovetkezésképpen a 6 := v Un € F? felosztdssal

c b b
| fet [ £ 422> S(fem) + S = S(£.0) 2 [ F.

[+ 5=

ami az elobiekkel egyiitt a [; f. + fcb fe= ff f egyenlGséget adja. O

Maés szdval

23. Az integralfiiggvény fogalma, folytonossaga, diffe-
rencalhatéosaga. Integralas helyettesitéssel és par-
cialisan

23.1. Integralfiiggvény fogalma

DEFINICIO: Legyen f € Ra,b], ekkor Vz € (a,b), 3 [ f hatdrozott integrdl. Az
[ f := 0 megallapodassal tekintsiik az

= ['f @ela)

fiiggvényt az f integralfiiggvényének.

23.2. Integralfiiggvény folytonossaga

TETEL: Legyen F': [a,b] — R az f € R|a,b] fiiggvény integralfiiggvénye. Ekkor az F
fiiggvény folytonos.
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BIZONYITAS: Vu,v € [a,b], u < v esetén a Riemann-integral intervallum szerinti
additivitasrol szolo tétel és a Riemann-integral monotonitasi tulajdonsagrol szolo tétel
szerint

P@) = F@l=| [ 1= [o]=| [t < [151< Mo =l

ahol M az f fuggvény valamelyik korlatja: |f(x)| < M (x € [a,b]). Ha tehdt € > 0, és a
0 > 0 szamot tgy valasztjuk, hogy Md < e, akkor

Vu,v € [a,b], |lu—v| <d§:|F(v)— F(u)| <e.

Vagyis az F' fiiggvény egyenletesen folytonos, igy folytonos is. O

23.3. Integralfiiggvény differencialhatésaga
TETEL: Legyen F: [a,b] — R az f € R[a,b] fiiggvény integralfiiggvénye. Ha ¢ € (a,b)
és f € C{c}, akkor F' € D{c}, és F'(c) = f(c).
BIZONYITAS: Tegyiik fel, hogy a < ¢ < b és f € C{c}. Ez azt jeleneti, hogy
Ve>0,30>0:a<c—0<c+0d<b é|f(t)— flc)]<e (c=d<t<c+9).

[rjuk fel az F fuggvény c-hez tartozé A F kilonbségihdnyados-figgvényének és az f (¢)-nek
az eltérését:

ACF(x)—f(c)ZW—f(c)zcix‘</:f_/jf)_

S s@ = [0 - fd (-5 <w <

Sy Ty Ly

Innen a Riemann-integral monotonitasi tulajdonsagrol szolo tétel alapjan

[AF(z) = f(e)| < C—:rl /’f (Adt <e (c=d<z<0)
= |x_C’ /‘f ‘dt<€ (C<9E<c—|-5)

Vagyis azt lattuk be, hogy
Ve>0,30>0:|AF(x) — f(o)| <e (z € la,b], |x—c| <9).

Ez azt jelenti, hogy a 3lim A F(z) = f(c) hatarérték (ami véges), azaz F € D{c} és
Plo)=f(o. O
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23.4. Integralas helyettesitéssel

TETEL: Tegyiik fel, hogy valamilyen korlatos és zért [a, b] intervallum esetén f € R[a, b]
figgvénynek az [a,b] intervallumon van primitiv fiiggvénye. Legyen tovabbé az [a, f]
korlatos és zart intervallum, g: [a, 5] — [a,b], g € C, g € D{z} (z € (o, B)),

(fog)-¢d € Rlo,f], gla) =a, g(B) =b,Va<z < f:a<g(x)<b Ekkor

[oag=["r

BIZONYITAS: Legyen az F': [a,b] — R fiiggvény primitiv fliggvénye az f-nek az [a, b]
intervallumon. Kovetkezésképpen F' € C, F' € D{xz}, F'(z) = f(x) (a <z <b), tovabba
a Newton-Leibniz-tétel szerint

tff:ﬂm_H@ZF@wD—ﬂmM)

Osszetett fiiggvények folytonossagarél és differencialhatésdgardl szold tételekbdl kovetke-
zéen az F oge C, Foge D{z} és

(Fog)(x) =Fl(g(x)) g (x) = flg(z)) - g'(x) (a<z<p).

Ez azt jelenti, hogy Fog fiiggvény primitiv fliggvénye az (fog)-¢’-nek az [«, 5] intervallumon.
Igy ismét a Newton-Leibniz tételt alkalmazva kapjuk, hogy

[[(ro9)-d = Fogld) - Fogla) = Flg(®) — Flg(e) = [ f. O

«

23.5. Parcialis integralas

TETEL: Legyen a,b € R, a <b, f,g: [a,b] > R, f,g€ C, f,g € D{zx}
(x € (a,b)), f'g,9'f € Rla,b]. Ekkor

b b
| g = £b)g) - (@)~ [ '

BIZONYITAS: A folytonossig és miiveletek kapcsolatardl szolo tétel, a derivaldsi szabéa-
lyokrél sz616 tétel valamint a feltételek miatt fg € C, fg € D{z} és

(f9)'(z) = f'(x)g(z) + f(x)g'(z) (a <z <b).

Legyen (tetszéleges u, v, z,w € R esetén)

fl(x) (a<z<b) g(x) (a<x<b)
F(x):=3u (r=a) ., G)=<z (r=a)
v (z=0) w (z=1),

Ekkor
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A feltételek szerint Fg,Gf € R[a,b] amibél a Riemann-integralhaté figgvények linedris
kombinacjéjanak az integralhatésagarol szolo tétel alapjan Fg + Gf € Rla,b], tehat
(fg)" € Rla,b], és

/ab(fg)/—/ab(FngGf)—/ang+/GLbe_/abf/g+/Cng/f

kovetkezik. VIlagos, hogy az fg szorzatfiiggvény primitiv fiiggvénye az (fg) derivalt-
fiiggvények az [a,b] intervallumon. Ezért a Newton-Leibniz tételt alkalmazva kapjuk,

hogy
[ar=[ g+ [ g1 =p0) - F9)@) = FB)gb) - fla)gla),

ami ekvivalens a bizonyitandd egyenloséggel. 0

24. Taylor-formula integral maradékkal

TETEL: Tegyiik fel, hogy n € N, I C R nyilt intervallum, f: I — R, f (n + 1)-szer
folytonosan differencialhaté.. Ekkor Va,z € I,a # x :

() S@) - Tnf @) = o [ F ) -

BIZONYITAS: Teljes indukcié: Legyen elészér n = 0. Ez azt jelenti, hogy az 3f’, f' € C,
a (x) egyenl6ség pedig a kovetkezd:
— [ fwa

Mivel itt (a folytonossdg és a Riemann-integralhatésag kapcesolatardl szolé tétel miatt)
f" € Rla,b] az f fuggvény pedig primitiv fiiggvénye az f’-nek, ezért a Newton-Leibniz-
formula miatt az el6bbi egyenl6ség fennall.
Tegyiik most fel, hogy valamilyen n € N-re a tételtink allitdsa mar igaz.

Ha az f: I — R € D", akkor egyrészt a

T — t)n—i-l

Gty = L (tel

n+1
jeloléssel G € D és
G'(t)=(z—t)" (tel),

masrészt a parcialis integralas szabélya szerint

f(@) = Tonf(@) = — / (n+1)(t) - (& — t)"dt =

_ f(n+1)(x)G(ac)T; f(n+1)(a (a) E . /az () - Gt =

_ ]Z:—:)f;) (33 _ a)n—i—l ax f(n+2) (t) i (.QZ _ t)n+1dt.
Innen (n)

) = Tanf @) = TS = 0" = o) = T (o) =

1 v n n
ol e / FrD @) - (=)t

kovetkezik, ami a bizonyitandé allitds n helyett (n + 1)-re. O
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25. Teriilet, fiiggvény (grafikon) ivhossza, forgastest
térfogata, felszine. Improprius integral

25.1. Ivhossz

25.1.1. Ivhossz fogalma

DEFINICIO: Legyen [a, b] korlatos és zart intervallum, f: [a,b] — R,
ésV1={xo,...,2,} €F. (1<neN),és

b= (@i — 22 + (f(zin) — f(@)? (i=0,....n—1)

a szakasz ivhossza. Legyen

az f figgvény(grafikon) {vhossza.

25.1.2. Fiiggvény(grafikon) ivhosszanak létezése

TETEL: Tegyiik fel, hogy f € C'[a,b]. Ekkor az f fiiggvény(grafikon)-nak van {vhossza,

= [ G

és

25.2. Teriilet
DEFINICIO: Legyen [a, b] korlatos és zart intervallum, 0 < f € R[a,b]. Ekkor
S:={(x,y) eR*: w € [a,0],0 <y < f()}

a fuggvény(grafikon) alatti sikidom.
Az

sl=[ 1

az & sikidom tertlete.

25.3. Forgastest

DEFINICIO: Legyen [a, b] korldtos és zart intervallum, 0 < f € Rla,b] Az [ fluge-
vény(grafikunt megforgatva az X-tengely koril kapjuk a

T i={(z,y,2) ER*:a <z <by* +22< fiz) (y,2 €R)}

forgastestet.

A b
TI=n- [P

a T forgastest térfogata.
Az
A={(z,y,2) eR*:a<2<b y*+2°=f*(2) (y,z€R)}
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A T forgastest feliilete. Az

A =2r [T (7

Az A forgasfeliilet felszine.

25.4. Improprius integral

DEFINICIO: Tegytik fel, hogy —oo < a < b < +00, és az f: (a,b] — R fuggvényrdl a
kovetkezot tudjuk: Va < ¢ < b, 3 fcb f hatarozott integral. Legyen

G(x)::/:f (a <z <b).

Azt mondjuk hogy az f fiiggvény ipropriusan integralhaté, ha 3}}&3 G(z) véges hatarérték.
Ekkor az

/abf = lim G(z)

T—a

szam az [ improprius integralja.
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